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[ 1 5 ] a l s o p r o p o s e d o u t l i e r d e t e c t i o n o n u n c e rt a i n d a t a . T h e i r w o r k f o c u s e d o n t h e u n c e r t a i n t y i n t h e e x i s t e n c e o f a d a t a o b j e c t . I n c o n t r a s t , i n t h i s p a p e r , t h e u n c e r t a i n t y l i e s i n t h e m e a s u r em e n t s o b t a i n e d f r om s e n s o r s . E a c h t u p l e i n W a n g e t a l .sw o r k i s a s s o c i a t e d w i t h t h e c o n fi d e n c e o f a p p e a r i n g a t a c o r r e s p o n d i n g l o c a t i o n . H owe v e r i n t h i s w o r k , e a c h u n c e r t a i n o b j e c t i s r e p r e s e n t e d b y a G a u s s i a n p r o b a b i l i t y d e n s i t y f u n c t i o n (PD F ) , w i t h a n a ss um p t i o n t h a t s e n s o r m e a s u r em e n t s m a y d e v i a t e f r om t r u e v a l u e s , a n u n c e r t a i n o b j e c toi s a d i s t a n c eb a s e d o u t l i e r i f t h e e x p e c t e d n um b e r o f o b j e c t s l y i n g w i t h i n i t s D-d i s t a n c e i s n o t g r e a t e r t h a n M =N( 1 −p ) , w h e r eN i s t h e n um b e r o f o b j e c t s i n t h e d a t a s e t a n d pi s t h e f r a c t i o n o f o b j e c t s t h a t l i e s f a r t h e r t h a nD-d i s t a n c e o fo . Ap r o b -l em w i t h o u r c u r r e n t w o r k i s t h a t p a r am e t e rpi s d iffi c u l t t o d e t e rm i n e a n d i s d e p e n d e n t o nN.
A n a r b i t r a r y v a l u e o f pm a y r e s u l t i n a v e r y f ew o r a l o t o f o u t l i e r s f o r a d i ff e r e n tN. M o r e o v e r , o u t l i e r sr a n k i n g c a n n o t b e o b t a i n e d .
I n a l l t h e e x i s t i n g w o r k s i n c l u d i n g o u r p r e v i o u s w o r k , a n o b j e c t c a n b e e i t h e r c l a s s i fi e d a s o u t l i e r o r i n l i e r . S i n c e t h e r e i s n o u n i v e r s a l l y a g r e e d d e fi n i t i o n o f o u t l i e r s , d i ff e r e n t a l g o r i t hm s r e t u r n d i ff e r e n t o u t l i e r s d ep e n d i n g u p o n t h e c om b i n a t i o n o f p a r am e t e r v a l u e s . S om e c om b i n a t i o n s r e t u r n a v e r y f ew w h i l e o t h e r s r e t u r n a l o t o f o u t l i e r s . M o r e o v e r , n o o u t l i e r r a n k i n g i s a v a i l a b l e a n d u s e r s a r e u n a b l e t o d i ff e r e n t i a t e b e tw e e n s t r o n g a n d w e a k o u t l i e r s . T h e r e f o r e , w e p r e s e n t e d a t o p -k a p p r o a c h o f d i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s i n o n e o f o u r r e c e n t w o r k s [ 3 4 ] . T h e p r o p o s e d a p p r o a c h [ 3 4 ] r e t u r n sko b j e c t s w i t h l ow e s t o u t l i e r s c o r e s (# D-n e i g h b o r s ) , i n o t h e r w o r d s , ks t r o n g e s t o u t l i e r s a l o n g w i t h t h e i r r a n k i n g . T h i s p a p e r i s a n e x t e n d e d v e r s i o n o f o u r r e c e n t w o r k . T h e m a i n c o n t r i b u t i o n s o f t h i s p a p e r i n c l u d e a b o u n d e d G a u s s i a n a p p r o a c h o f t h e t o p -ko u t l i e r d e t e c t i o n p r e s e n t e d i n S e c t i o n 6 , c om p l e x i t y a n a l y s i s o f t h e p r o p o s e d t o p -k a l g o r i t hm s ( S e c t i o n 5 . 3 ) , d i s c u s s i o n o n t h e d e t e rm i n a t i o n o f v a l u e s f o r p a r am e t e r sD a n dl( S e c t i o n 5 . 4 ) , d e t a i l e d e x p e r im e n t s c om p a r i n g t h e a c c u r a c y o f t h e p r o p o s e d a pp r o a c h w i t h t h e d e t e rm i n i s t i c a p p r o a c h o f o u t l i e r d e t e c t i o n b y K n o r r e t a l .
[ 1 0 ] a n d a n e x t e n s i v e em p i r i c a l s t u d y o n p e rf o rm a n c e u s i n g l a r g e r r e a l a n d s y n t h e t i c d a t a s e t s . T o t h e b e s t o f o u r k n ow l e d g e , t h e t o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r d et e c t i o n o n u n c e r t a i n d a t a s e t s h a s n o t b e e n s t u d i e d b y o t h e r r e s e a r c h e r s .
3 O u t l i e r s i n u n c e r t a i n d a t a O u t l i e r d e t e c t i o n i s a s i g n i fi c a n t p r o b l em i n t h e fi e l d o f d a t a m i n i n g . D u e t o i t s im p o r t a n c e , s e v e r a l o u t l i e r d e t e ct i o n a p p r o a c h e s h a v e b e e n p r o p o s e d f o r d a t a m i n i n g . T h e s e i n c l u d e t h e n e a r e s t -n e i g h b o u r b a s e d . D u e t o t h e i n c r e a s i n g u s a g e o f a u t om a t i c d a t a c o l l e c t i o n d e v i c e s , i . e . , s e n s o r s , R F ID s , e t c . , m e a s u r em e n t s c o n t a i n i n h e r e n t u nc e r t a i n t y ( r e f e r t o T a b l e 1 ) . T h e r e f o r e , o u t l i e r d e t e c t i o n f r om u n c e r t a i n d a t a i s g a i n i n g p o p u l a r i t y a n d a l o t o f r e s e a r c h e r s a r e f o c u s i n g o n i t . I n t h i s w o r k , o u r f oc u s i s d i s t a n c e -b a s e d a p p r o a c h b e c a u s e d i s t a n c e -b a s e d a pp r o a c h e s a r e t h e s im p l e s t a n d t h e m o s t c omm o n l y u s e d . M o r e o v e r , d i s t a n c e -b a s e d a p p r o a c h e s a r e u s e f u l i n m o de l l i n g o t h e r d a t a m i n i n g t e c h n i q u e s i . e . ,k -n e a r e s t n e i g hb o u r s , c l u s t e r i n g , e t c .
3 . 1 D i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s i n u n c e r t a i n d a t a
T h e v e r y fi r s t d e fi n i t i o n o f d i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r o n d et e rm i n i s t i c d a t a w a s g i v e n b y K n o r r e t a l . . T h e y d e fi n e d a n o b j e c tot o b e a n o u t l i e r i f a t m o s tM o b j e c t s a r e w i t h i n D-d i s t a n c e o fo . .
T h i s d e fi n i t i o n w a s g i v e n f o r d e t e rm i n i st i c d a t a s e t s . L a t e r w e e x t e n d e d t h i s d e fi n i t i o n t o u n c e r t a i n d a t a s e t s w h o s e a t t r i b u t e v a l u e s a r e u n c e r t a i n
I n t h a t w o r k , w e a s s um e d t h a t t h e u n c e r t a i n t y o f t h e d a t a o b j e c t s f o l l ow a G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n . T h e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n i s c h o s e n f o r r e p r e s e n t i n g u n c e r t a i n t y , b e c a u s e i n s t a t i s t i c s t h e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n ( o r t h e n o rm a l d i s t r i b u t i o n ) i s t h e m o s t im p o r t a n t a n d t h e m o s t c omm o n l y u s e d . I n t h i s p a p e r , d -d im e n s i o n a l u n c e r t a i n o b j e c t s o ia r e c o ns i d e r e d , w i t h a t t r i b u t
T f o l l ow i n g t h e G a u s s i a n PD F w i t h m e a n − → μ i= [ d e fi n i t i o n c a n b e e x t e n d e d n a t u r a l l y t o u n c e r t a i n d a t a s e t s a s f o l l ow s . D e fi n i t i o n 1 . A n u n c e r t a i n o b j e c toi n a d a t a b a s e G DB i s a d i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r , i f t h e e x p e c t e d n um b e r o f o bj e c t s o i∈G DB ( i n c l u d i n goi t s e l f ) l y i n g w i t h i n D-d i s t a n c e o foi s l e s s t h a n o r e q u a l t o t h r e s h o l d θ=N( 1 −p ) , w h e r e N i s t h e n um b e r o f u n c e r t a i n o b j e c t s i n d a t a b a s e G DB,a n d pi s t h e f r a c t i o n o f o b j e c t s i nG DB t h a t l i e s f a r t h e r t h a n D-d i s t a n c e o f o .
. 2 T o p -k k kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s i n u n c e rt a i n d a t a S i n c e t h e f o c u s o f t h i s w o r k i s t h e d e t e c t i o n o f t o p -k d i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s a n d t h e i r r a n k i n g f r om u n c e r t a i n d a t a , D e fi n i t i o n 1 c a n b e m o d i fi e d i n t o t h e t o p -kd i s t a n c eb a s e d o u t l i e r s a s f o l l ow s . D e fi n i t i o n 2 . T h e t o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s a r e t h e ku n c e r t a i n o b j e c t s i n t h e d a t a s e tG DB f o r w h i c h t h e e xp e c t e d n um b e r o f o b j e c t so i∈G DB l y i n g w i t h i n D-d i s t a n c e i s t h e sm a l l e s t . T h e o b j e c t s t h a t l i e w i t h i n t h e D-d i s t a n c e o fo i a r e c a l l e d i t sD-n e i g h b o r s , a n d t h e s e t o f t h eD-n e i g h b o r s o f o ia n d t h e n um b e r o fD-n e i g h b o u r s a r e d e n o t e d b y DN( o i ) a n d # D-n e i g h b o r s ( o i )o r # D( o i ) , r e s p e c t i v e l y . I n o r d e r t o fi n d t h e t o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s i nG DB, t h e d i st a n c e b e tw e e n u n c e r t a i n o b j e c t s n e e d s t o b e c a l c u l a t e d , w h i c h i s g i v e n b y a n o t h e r d i s t r i b u t i o n k n ow n a s t h e G a u ss i a n d i ff e r e n c e d i s t r i b u t i o n
. L e t − → Ai a n d − → Aj b e tw o i n d e p e n d e n td -d im e n s i o n a l n o rm a l r a n d om v e c t o r s w i t h m e a n s − → μ i= [ 
.
L e t P r ( o i , o j ,D )d e n o t e s t h ep r o ba b i l i t y t h a to j∈DN( o i ) . T h e n ,
w h e r e R i s a s p h e r e w i t h c e n t r e ( − → μ i − − → μ j ) a n d r a d i u s D. L emm a 1 g i v e s t h e 2 -d im e n s i o n a l e x p r e s s i o n f o r P r ( o i , o j ,D ) . H ow e v e r , t h eP r ( o i , o j ,D ) e x p r e s s i o n s f o r h i g h e r d im e n s i o n s c a n b e d e r i v e d u s i n g ( 1 ) .
L emm a 1 . L e t o i a n do j b e tw o 2 -d im e n s i o n a l u nc e r t a i n o b j e c t s w i t h a t t r i b u t e s w h e r eα 1 =μ i , 1−μ j , 1 a n dα 2 =μ i , 2−μ j , 2. P r o o f . S e e A p p e n d i x . T h i s p a p e r a s s um e s t h a t σ i , 1 = σ j , 1 = σ i , 2 = σ j , 2 = σ , a n d l e tα w h e n t h e r e i s n o c o n f u s i o n , w h e r eαi s a n o rd i n a r y E u c l i d e a n d i s t a n c e b e tw e e n t h e m e a n s o fo i∈G DB a n do j∈G DB. C om p u t i n g t h i s p r o b a b i l i t y i s u s u a l l y v e r y c o s t l y , a n d n e e d
s t o b e a v o i d e d a s m u c h a s p o s s i b l e d u r i n g t h e c om p u t a t i o n o f o u t l i e r s . I n t h e f o l l ow i n g , w e a s s um e t h a t t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n i s u n i f o rm i n a l l t h e d im e n s i o n s t o k e e p t h e d i s c u s s i o n s im p l e . T h e n a i v e a p p r o a c h o f t h e t o p -ko u t l i e r d e t e c t i o n g i v e n i n A l g o r i t hm 1 u s e s n e s t e d -l o o p . I n o r d e r t o fi n d w h e t h e r a n o b j e c to i∈G DB i s a t o p -ko u t l i e r , i t s # D-n e i g h b o u r s (# D( o i ) ) a r e c om p u t e d . C om p u t a t i o n o f # D( o i )
f o r a n o bj e c t o i∈G DB r e q u i r e s e v a l u a t i o n o fN e x p e n s i v e d i s t a n c e f u n c t i o n s . D u r i n g t h e c om p u t a t i o n o f # D( o i ) , i f i t b e c om e s g r e a t e r t h a n t h r e s h o l dθ , o ii s a n i n l i e r a
n d t h e c om p u t a t i o n o f # D( o i ) i s s t o p p e d . O n t h e o t h e r h a n d , i f # D( o i ) i s l e s s t h a n o r e q u a l t oθ , o ii s a d d e d t o t h e c a n d i d a t e l i s t o f o u tl i e r s C o b j , a l o n g w i t h i t s # D-n e i g h b o u r s . T h eC o b j i s k e p t s o r t e d i n t h e a s c e n d i n g o r d e r o f # D-n e i g h b o u r s a n d t h e k o b j e c t s i n i tw i t h l ow e s t # D-n e i g h b o u r s a r e s e l e c t e d a s t h e o u t l i e r s . I n t h e w o r s t c a s e , t h i s a p p r o a c h r e q u i r e s O ( N
2 ) e v a l u a t i o n s o f c o s t l y d i s t a n c e f u n c t i o n , w h i c h i s c om p u t at i o n a l l y v e r y e x p e n s i v e . A l g o r i t hm 1 . T h e t o p -kn a i v e a p p r o a c h . I n p u t :G DB, D, k . O u t p u t : T o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s . T h e PC -l i s t h e l p s i n t h e d e t e c t i o n o f t o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s b y i d e n t i f y i n g t h e g r i d c e l l s c o n t a i n i n g c a n d i d a t e o u t l i e r s .
PC -l i s t b a s e d o u t l i e r d e t e c t i o n T h e n a i v e a p p r o a c h r e q u i r e s a l o t o f c om p u t a t i o n t im e t o d e t e c t t h e t o p -ko u t l i e r s e v e n f r om a sm a l l d a t a s e t d u e t o t h e c o s t l y d i s t a n c e c a l c u l a t i o n . T o o v e r c om e t h i
L emm a 2 . L e t o i , o j ∈ GDB b e tw o d -d im e n s i o n a l u n c e r t a i n d a t a o b j e c t s f o l l ow i n g t h e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n a n dαd e n o t e s a n o r d i n a r y E u c l i d e a n d i s t a n c e b e tw e e n t h e m e a n s o f o ia n do j . T h e n f o r t ∈R,b yd e n o t i n gt h en umb e r o f s t a n d a r d d e v i a t i o n s r e q u i r e d t o e n c l o s e a l a r g e p r o ba b i l i t y ( s a y> 9 9% ) o f ad -d im e n s i o n a l G a u s s i a n d i ff e r e n c e d i s t r i b u t i o n , t h e f o l l ow i n g s t a t em e n t s h o l d .
w h e r e σ i s t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n o f t h e G a u s s i a n d i ff e re n c e d i s t r i b u t i o n i n a n y o n e d im e n s i o n ( a s s um i n g t h a t t h e s t a n d a r d d e v i a t i o n i s u n i f o rm i n a l l t h e d im e n s i o n s ) .
P r o o f . T h e n um b e r o f s t a n d a r d d e v i a t i o n s sn e e d e d t o e n c l o s e a g i v e n p r o b a b i l i t y f o r ad -d im e n s i o n a l r a n d om v a r ia b l eX f o l l ow i n g t h e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n c a n b e o b t a i n e d u s i n g t h e e x p r e s s i o nP r
,w h e r e d M ( X , μ) = ( X −μ ) T −1 ( X −μ ) i s t h e M a h a l a n o b i s d i s t a n c e a n dG d ( s
) i s t h e c um u l a t i v e d i s t r i b u t i o n f u n ct i o n (CD F ) o f t h e c h i -s q u a r e d d i s t r i b u t i o n w i t hd -d e g r e e s o f f r e e d om .
H e r e , w e a r e i n t e r e s t e d i n c om p u t i n g t h e d i s t a n c e b etw e e n tw o u n c e r t a i n o b j e c t so ia n do j f o l l ow i n g t h e G a u ss i a n d i s t r i b u t i o n . T h i s d i s t a n c e i s g i v e n b y a n o t h e r G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n k n ow n a s t h e G a u s s i a n d i ff e r e n c e d i s t r i b u t i o n [ 3 1 ] . H e n c e i f t d e n o t e s t h e v a l u e o fs , s u c h t h a t P r { d M ( X , μ) t }c o v e r s a l a r g e a r e a o f t h e G a u s s i a n d i s t r ib u t i o n ( s a y >9 9% ) , t h e n f o rα D−t σ ,P r ( o i , o j ,D ) ≈1 a n d f o rα D+t σ,P r ( o i , o j ,D ) ≈0 .
. 1 G r i dG G Gs t r u c t u r e I n o r d e r t o fi n d t h e t o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s f r om u n c e r t a i n d a t a s e t u s i n g t h e PC -l i s t , e a c h o b j e c t i nG DB i s q u a n t i z e d t o ad -d im e n s i o n a l g r i dGt h a t i s p a r t i t i o n e d i n t o c e l l s o f l e n g t h l (T h e c e l l l e n g t h i s d i s c u s s e d i n S e c t i o n 5 . )
. L e tC ψ 1 , · · · ,ψ d b e a n y c e l l i nG , w h e r e p o s i t i v e i n t e g e r s ψ 1, · · · ,ψ d d e n o t e t h e c e l l i n d i c e s . T h e l a y e r s ( L 1 , · · · ,L n) o fC ψ 1 , · · · ,ψ d ∈Ga r e t h e n e i g h b o u r i n g c e l l s o fC ψ 1 , · · · ,ψ d ,a s s h ow n i n F i g . 1 a n d a r e d e r i v e d a s f o l l ow s : n e i g h b o u r i n g l a y e r s o f c e l lC ∈G a s s h ow n i n F i g . 1 . R e g i o nRD+tσ( C) i sc h o s e n i n s u c h a w a y t h a t f o r e a c ho i ∈ C a n do j / ∈ RD+tσ( C) , P r ( o i , o j ,D ) a p p r o a c h e s z e r o . 4 . 2 PC -l i s t s t r u c t u r e P o p u l a t e d -c e l l s l i s t (PC -l i s t ) i s a n a r r a y o f n o n -em p t y c e l l s o f a d -d im e n s i o n a l g r i d . L e t N( C) b e t h e n um b e r o f o bj e c t s i n C,a n d ND−tσ( C) b e t h e n um b e r o f o b j e c t s w i t h i n c e l l s i n r e g i o nRD−tσ( C) ( i n c l u d i n g Ci t s e l f ) . T h e n t h e PCl i s t ( PC) i s a s o r t e d l i s t c o n t a i n i n g N( C)a n d ND−tσ( C) f o r e a c h n o n -em p t y c e l lC∈Ga s s h ow n i n F i g . 2 . T h e t u p l e s i n t h e PC -l i s t a r e s o r t e d i n a n a s c e n d i n g o r d e r o fND−tσ( C) c o l um n .
T h e i d e a b e h i n d s o r t i n g i s t h a t o u t l i e r s t e n d t o e x i s t i n s p a r s e r e g i o n s . S o r t i n g t u p l e s i n t h e PC -l i s t , l e t s u s i d e n t i f y c e l l s w i t h f ew n um b e r o f n e i g h b o u r i n g o b j e c t s o r c e l l s i n s p a r s e r e g i o n s . T h e PC -l i s t c o n s t r u c t e d i n s u c h a w a y t h a t t h e m a j o r i t y o f c e l l s a t t h e t o p o f t h e PC
a n n o t c o nt a i n t o p -ko u t l i e r s , c e l l b o u n d s a r e c om p u t e d . I n p r a c t i c e , o n l y sm a l l p e r c e n t a g e o f c e l l s a t t h e t o p o f t h e PC -l i s t r eq u i r e b o u n d s c om p u t a t i o n . T h e r e s t o f t h e c e l l s a r e p r u n e d a s i n l i e r c e l l s , i . e . , t h e c e l l s c o n t a i n i n g o n l y i n l i e r o b j e c t s .
4 . 3 C e l l b o u n d s I n o r d e r t o i d e n t i f y c e l l sC ∈ PC, c o n t a i n i n g o n l y i nl i e r s o r c a n d i d a t e t o p -ko u t l i e r s , t h e i r b o u n d s o n t h e # Dn e i g h b o u r s a r e u s e d . A c e l lC c a nb ep r u n e da sa ni n l i e r c e l l i f t h e m i n im um # D-n e i g h b o u r s f o r a n y o b j e c t i nC i s g r e a t e r t h a n t h r e s h o l dθ( θi s d i s c u s s e d s h o r t l y ) . S im i l a r l y , a c e l l c a n b e i d e n t i fi e d a s c o n t a i n i n g t o p -ko u t l i e r s ( c a n d id a t e o u t l i e r c e l l ) i f t h e m a x im um # D-n e i g h b o u r s f o r a n y o b j e c t i nC i s l e s s t h a n θ . S i n c e t h e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n i s u n b o u n d e d , P r ( o i , o j ,D ) i s a lw a y s g r e a t e r t h a n z e r o f o r o i , o j∈G DB. T h e r e f o r e a l l t h e c e l l s i n t h e PC -l i s t n e e 
w h e r eδ m a x, s= ( ψ p s+ 1 )−ψ q s , ψ p s ψ q s ψ p s−( ψ q s+ 1 ), ψ p s <ψqs. N ow t h e b o u n d s f o r t h e PC -l i s t c e l l s c a n b e o b t a i n e d u s i n g p r e -c om p u t e d P r ( α , D ) v a l u e s a n d t h e i n f o rm at i o n a v a i l a b l e i n t h e PC -l i s t . L e tLB( P r ( Cp,C q ) ) a n d UB( P r ( Cp,C q ) ) d e n o t eP r ( α , D )v a l u e sa t m i n im umα Δmax( Cp,C q) a n d m a x im umα Δm i n( Cp,C q ) , r e s p e ct i v e l y . T h e n f o r aC ∈ PC, i t s l ow e r b o u n dLB( C)a n d u p p e r b o u n dUB( C) a r e d e fi n e d a s f o l l ow s : 
∈ PC,i fLB( C)>θ,t h e nC c a n n o t c o n t a i n a n y o f t h e t o p -ko u t l i e r s a n d c a n b e p r u n e d . O n t h e o t h e r h a n d , i fLB( C) θ ,C m a y c o n t a i n t h e t o p -ko u t l i e r s . C i s a d d e d t oC c e l l , s u c h t h a t C c e l l r em a i n s s o r t e d o f i t sUB( C) a t t r i b u t e . S e tθ = UB( C k )a n dr em o v eC f r omC c e l l , s u c h t h a tLB( C)>θ, a s t h e y c a n n o t c o n t a i n t h e t o p -k o u t l i e r s .
S t o p p i n g c o n d i t i o n :
T h e PC -l i s t i s s c a n n e d f r om t o p t o b o t t om f o r c a n d i d a t e o u t l i e r c e l l s . D u r i n g t h e s c a n n i n g , i f a C ∈PCi s f o u n d s u c h t h a t P r ( D−t σ , D ) ×ND−tσ( C) >θ, w h i c h i s a l ow e r b o u n d o n #D-n e i g h b o u r s o fC ,C c a nn o t c o n t a i n t h e t o p -ko u t l i e r s a n d c a n b e p r u n e d . S i n c e t h e PC -l i s t i s s o r t e d o fND−tσ( C) , a n y c e l l a f t e rC m u s t h a v eND−tσ( C) ND−tσ( C ) . H e n c e t h e l ow e r b o u n d o f C ∈ PC a f t e rC m u s t b e g r e a t e r t h a n o r e q u a l t o t h e l ow e r b o u n d o f C ∈PCa n d c a n n o t c o n t a i n t h e t o p -ko u tl i e r s . H e n c e , t h e PC -l i s t s c a n n i n g c a n b e s t o p p e d a t t h i s p o i n t .
T o p -k k ka n d t o p -
k k ka p p r o x a l g o r i t hm s I n t h i s s e c t i o n , w e p r e s e n t tw o a l g o r i t hm s t o d e t e c t t o p -k d i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s f r om u n c e r t a
i n d a t a s e t s . T h e fi r s t a l g o r i t hm ( t o p -k ) c om p u t e s a c c u r a t e # D-n e i g h b o u r s f o r a l l t h e u n -p r u n e d o b j e c t s , h ow e v e r t h e s e c o n d a l g o r i t hm ( t o pka p p r o x ) a p p r o x im a t e s t h e # D-n e i g h b o u r s t o r e d u c e t h e a l g o r i t hm c om p u t a t i o n c o s t . I n S e c t i o n 6 , w e w i l l p r e s e n t a n o t h e r a p p r o x im a t e t o p -ka l g o r i t hm u s i n g t h e b o u n d e d G a u s s i a n u n c e r t a i n t y ( t o p -kBG ) .
. 1 T o p -k k ka l g o r i t hm T h e A l g o r i t hm 2 fi r s t m a p s d a t a s e t o b j e c t s t o a p p r op r i a t e g r i d c e l l s a n d c r e a t e s t h e PC -l i s t i n l i n e s 4 a n d , r e s p e c t i v e l y . S i n c e t h e PC -l i s t i s s o r t e d i n t h e a s c e n d i n g o r d e r o f i t sND−tσ( C) c o l um n , i t g u a r a n t e e s t h a t c e l l s i n t h e s p a r s e r e g i o n s o f g r i dGa r e a t t h e t o p o f t h e PC -l i s t . H e n c e , t h e c a n d i d a t e o u t l i e r c e l l s a r e e x p e c t e d t o b e a t t h e t o p o f t h e l i s t . W e s c a n t h e PC -l i s t a n d a d d t h e c a n d id a t e o u t l i e r c e l l s i nC c e l l u n t i l t h e s t o p p i n g c o n d i t i o n o n l i n e 8 b e c om e s t r u e . T h e n um b e r o f o b j e c t s i nC c e l l m a y b e g r e a t e r t h a nk , h e n c e t h e i r # D-n e i g h b o u r s a r e c omp u t e d t o fi n d t h e t o p -ko u t l i e r s a n d t h e i r r a n k i n g . T h e o b j e c t i s t h e n a d d e d t o t h eC o b j ( s e t o f c a n d i d a t e o u t l i e r o b j e c t s ) a l o n g w i t h i t s # D( o ) . T h e o b j e c t s i nC o b j a r e s o r t e d i n t h e a s c e n d i n g o r d e r o f # D( o ) c o l um n . A s t h e k -t h o b j e c t s # D( o ) i s f o u n d , t h r e s h o l dθi s s e t ( r e f e r t o l i n e 1 0 o f A l g o r i t hm 1 ) . D u r i n g t h e c a l c u l a t i o n o f # D( o ) , i f f o r s om e o, # D( o) b e c om e s g r e a t e r t h a nθ ,t h e n o c a n n o t b e am o n g t h e t o p -ko u t l i e r s a n d i s r em o v e d f r om f u r t h e r c o n s i d e r a t i o n .
A l g o r i t hm 2 . T o p -k . I n p u t :G DB, D, l , k . O u t p u t : T o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r s . 1 .N ← | GDB| , θ← ∞; 2 .C c e l l ← φ , C o b j ← φ ; (C a n d i d a t e o u t l i e r c e l l s l i s t a n d t o p -kc a n d i d a t e o u t l i e r o b j e c t s l i s t , r e s p e c t i v e l y ) ; 3 . M a p e a c ho∈GDB t o a n a p p r o p r i a t e c e l lC o f g r i dG ; 4 . C r e a t e PC -l i s tPC, u s i n g n o n -em p t y c e l l s o f G ; 5 . S o r tPCw . r . t . ND−tσ( C) c o l um n ; / * S e a r c h i n g c a n
d i d a t e o u t l i e r c e l l s * / 6 .f o r e a c h C i n | PC| d o 7 . / * S t o p p i n g c o n d i t i o n * / 8 . i f ND−tσ( C) ×P r ( D−t σ , D ) >θ t h e ne x i t f o r l o o p .
9 . C om p u t eLB( C)a n dUB( C) ; 1 0 . i f LB( C) θt h e n 1 1 . 
A d dC t oC c e l l ( k e e pC c e l l s o r t e d o fUB( C) a t t r i b u t e ) ; 1 2 . i fC c e l l c o n t a i n s ko b j e c t st h e n
t i n g # D( o ) o f c a n d i d a t e t o p -ko u t l i e r s * / 1 8 . T h e c om p u t a t i o n o f # D( o ) i s s im i l a r t o t h a t o f t h e n a i v e a p p r o a c h . T h e o n l y d i ff e r e n c e i s t h a t i n t h i s a l g or i t hm # D( o ) a r e c om p u t e d f o r t h e c a n d i d a t e o b j e c t s i n
C c e l l o n l y .
. 2 T o p -k k ka p p r o x a l g o r i t hm I n t h e t o p -ka l g o r i t hm , t h e m i n im um n um b e r o f d i st a n c e f u n c t i o n c om p u t a t i o n s r e q u i r e d f o r t h e e v a l u a t i o n o f k#D( o )i skN . H ow e v e r , t h e c a n d i d a t e o u t l i e r o b j e c t s w h i c h r e q u i r e t h e e v a l u a t i o n o f #D( o ) m a yb eg r e a t e rt h a t k . W h e n t h e d i s t a n c e f u n c t i o n i s e x p e n s i v e t o c om p u t e ( a s i n o u r c a s e ) , c om p u t a t i o n o f e v e n k#D( o ) i s v e r y e x p e ns i v e . A c c o r d i n g t o o u r d i s t a n c e f u n c t i o n , t h e m a j o r c o nt r i b u t i o n t o t h e e v a l u a t i o n o f # D( o ) i s d o n e b y t h e n e a r e r o b j e c t s . H e n c e , # D( o ) f o r e a c h u n p r u n e doc a n b e a pp r o x im a t e d w i t h a h i g h a c c u r a c y b y c o n s i d e r i n g o b j e c t s o n l y w i t h i nD + t σd i s t a n c e o foa c c o r d i n g t o L emm a 2 , r a t h e r t h a n c o n s i d e r i n g a l l t h e o b j e c t s i n t h e d a t a s e t . I t s a v e s a l o t o f c om p u t a t i o n t im e . T h e r e s t o f t h e a l g or i t hm i s t h e s am e a s t h a t o f t h e a c c u r a t e t o p -ka l g o r it hm .
M a x im um a p p r o x im a t i o n e r r o r : F o r a n y o∈GDB,t h e m a x im um a p p r o x im a t i o n e r r o r (ε m a x) h a p p e n s i f a l l t h e o∈GDB\oa r e a t a d i s t a n c e s l i g h t l y g r e a t e r t h a nD+t σ f r om o . H e n c e , ε m a x = (N −1 ) ×P r ( D+t σ +β , D ) , w h e r e β∈R i s a v e r y sm a l l r e a l v a l u e t o m a k e t h e d i s t a n c e g r e a t e r t h a nD+t σ . .ε m a x d e p e n d s m a i n l y o nt .I np r a c t i c e t 3 g i v e s s uffi c i e n t l y a c c u r a t e # D( o )f o rd = 2 a n d 3 . F o r h i g h e rdv a l u e s , w e n e e d t o i n c r e a s etv a l u e a c c o r d i n g t o L emm a 2 .
5 . 3 C om p l e x i t y a n a l y s i s W e w i l l fi r s t a n a l y s e t h e c om p l e
x i t y o f t h e t o p -ka l g or i t hm f o r t h e 2D c a s e . L i n e s 1 a n d 2 c o n t a i n o n l y t h e i n it i a l i z a t i o n s o f v a r i a b l e s . S i n c e t h e r e a r eN o b j e c t s i n t h e d a t a s e tG DB, l i n e 3 t a k e s O ( N) t im e . L i n e 4 t a k e s O ( m) t im e , w h e r em N i s t h e t o t a l n um b e r o f p o p u l a t e d c e l l s i n t h e c e l l -g r i d . S o r t i n g m c e l l s i n t h e PC -l i s t i n l i n e 5 t a k e s O (ml o g ( m) ) t im e . T h e m a i n l o o p o f t h e a l g o r i t hm i n l i n e s 6 −1 7 i s e x e c u t e d f o r a l l t h e c e l l s i n t h e PC -l i s t i n t h e w o r s t c a s e . T h e l o o p c om p u t e s t h e l ow e r a n d u p p e r c e l l b o u n d s , e a c h o f w h i c h t a k e s O ( m) t im e b e c a u s e t h e c e l l b o u n d s c om p u t a t i o n r e q u i r e s t h e c o n t r i b u t i o n s o f a l l t h e c e l l s i n t h e PC -l i s t . K e e p i n g t h eC c e l l s o r t e d i n L i n e 1 1 t a k e s O ( m) t im e i n t h e w o r s t c a s e . L i n e s 1 3 a n d 1 4 w i t h i n t h e l o o p t a k e s a t -m o s t O ( m) e a c h . H e n c e , t h e o v e r a l l l o o p t a k e s O (m 2 ) t im e . F i n a l l y , c om p u t a t i o n o f t h e # D-n e i g h b o u r s i n L i n e 1 8 t a k e s O ( nN) t im e , w h e r en N i s t h e n umb e r o f c a n d i d a t e o b j e c t s f o r t h e t o p -ko u t l i e r s . T h u s , t h e w o r s t c a s e t im e c om p l e x i t y o f t h e t o p -ko u t l i e r d e t e c t i o n a l g o r i t hm i n 2D i s O ( nN+m 2 ) . H ow e v e r , i n t h e t o p -ka l g o r i t hm , t h e m a j o r c o s t l i e s i n t h e e v a l u a t i o n o f # D-n e i g h b o u r s o f t h e c a n d i d a t e o u t l i e r o b j e c t s ( L i n e 1 8 ) . T h i s c o s t i s s o h i g h t h a t i t h i d e s t h e c o s t o f t h e r e s t o f t h e a l g o r i t hm . T h i s i s d u e t o t h e e x p e ns i v e d i s t a n c e c a l c u l a t i o n b e t w e e n u n c e r t a i n o b j e c t s . T h e r ef o r e , w eg i v et h et im ec om p l e x i t yo ft h ep r o p o s e da l g or i t hm s i n t e rm s o f t h e n um b e r o f d i s t a n c e f u n c t i o n e v a lu a t i o n s . H e n c e , t h e c om p l e x i t y o f t h e t o p -ka l g o r i t hm i n 2D i s O ( nN) . A l t h o u g h t h e n um b e r o f d i s t a n c e f u n c t i o n e v a l u a t i o n s r e q u i r e d f o r t h e p r o c e s s i n g o f c a n d i d a t e o u t l i e r o b j e c t s i n t h e t o p -ka p p r o x a l g o r i t hm i s f a r l ow e r t h a n i t s e x a c t c o u n t e r p a r t , i t s w o r s t c a s e c om p l e x i t y i s s t i l l O ( nN) i n a 2D c a s e . T h e c om p l e x i t y o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s d o e s n o t c h a n g e w i t h t h e i n c r e a s e i n d im e n s i o n sd ,a s l o n ga so n l y t h e n um b e r o f d i s t a n c e f u n c t i o n e v a l u a t i o n s a r e c o n s i d e r e d f o r t h e c om p u t a t i o n o f a l g o r i t hm sc om p l e x i t y . A l t h o u g h w i t h t h e i n c r e a s e i n d , t h e n um b e r o f g r i d c e l l s i n c r e a s e s e x p o n e nt i a l l y , y e t t h e c o s t o f t h e e v a l u a t i o n o f # D-n e i g h b o u r s f o r
t h e c a n d i d a t e o u t l i e r o b j e c t s r em a i n s d om i n a n t a n d h e n c e t h e c om p l e x i t y r em a i n s t h e s am e , i . e . , O ( nN) f o rah i g h e r d im e n s i o n a l c a s e .
F r om t h e a b o v e a n a l y s i s , i t i s e v i d e n t t h a t t h e c om p u t at i o n a l c om p l e x i t y o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s i s l ow e r t h a n t h e n a i v e a l g o r i t hm , w h i c h i s O ( N 2
) i n t e rm s o f t h e d i st a n c e f u n c t i o n . H e n c e , t h e e x e c u t i o n t im e s o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s a r e f a r l ow e r t h a n t h e n a i v e a l g o r i t hm . H ow e v e r , w i t h t h e i n c r e a s e i n d , t h e d i s t a n c e c om p u t a t i o n b e tw e e n u n c e r t a i n o b j e c t s b e c om e s v e r y e x p e n s i v e a n d i t b e c om e s im p r a c t i c a l t o d e t e c t o u t l i e r s f r om v e r y h i g h d im e n s i o n a l d a t a .
. 4 D i s c u s s i o n : d e t e rm i n a t i o n o f v a l u e s
f o r D D D a n dl l l L e t u s b e g i n b y s t a t i n g t h a t t h e r e i s n o u n i v e r s a l l y c o rr e c t v a l u e f o r p a r am e t e r sD o rl . P a r am e t e r D h a s a n a ff e c t o n t h e # D-n e i g h b o r s o f a n o b j e c t , a s o u r d i s t a n c e f u n c t i o n P r ( o i , o j ,D ) i s d e p e n d e n t o n D. A l a r g e r D v a l u e r e s u l t s i n l a r g e P r ( o i , o j ,D ) v a l u e s a n d t h e r e f o r e l a r g e # D-n e i g h b o r s a n d v i c e v e r s a . H ow e v e r , a v e r y sm a l l o r v e r y l a r g eD v a l u e i s n o t r e c omm e n d e d a s i t m a y r e s u l t i n v e r y sm a l l o r v e r y l a r g e # D-n e i g h b o r s , r e s p e c t i v e l y f o r a l l t h e d a t a s e t o b j e c t s a n d m a y h i d e t h e d i ff e r e n c e b e tw e e n s t r o n g a n d w e a k o u tl i e r s . T h e r e f o r e , w e r e c omm e n d a m o d e r a t e v a l u e o fD, n o t
t o o l a r g e t o c o v e r t h e e n t i r e d a t a s e t o b j e c t s a n d n o t t o o sm a l l t o c o v e r o n l y t h e o b j e c t i t s e l f . H e n c e , a n a p p r op r i a t eD v a l u e m a y b e d e c i d e d b y c o n s i d e r i n g t h e d a t a s e t d i s t r i b u t i o n b y t h e e n d u s e r .
P a r am e t e rl ( c e l l l e n g t h ) h a s a n a ff e c t o n t h e p e r f o rm a n c e o f t h e a l g o r i t hm s r a t h e r t h a n t h e a c c u r a c y . Sm a l l e rl v a l u e s a r e g o o d f o r c e l l p r u n i n g a s t h e y r e s u l t i n t i g h t e r b o u n d s .
H ow e v e r , v e r y sm a l l lm a y i n c r e a s e t h e n um b e r o f c e l l s i n t h e g r i d e x p o n e n t i a l l y a
n d t h e t im e r e q u i r e d t o c o n s t r u c t t h e PC -l i s t a n d t h e b o u n d s c om p u t a t i o n . T h i s p h e n om e n o n b e c om e s s e v e r e w i t h t h e i n c r e a s e i n d im e n s i o nd . O nt h e o t h e r h a n d , l a r g e rl v a l u e s r e s u l t i n l o o s e r b o u n d s a n d h e n c e r e d u c e t h e p r u n i n g c a p a b i l i t y o f t h e a l g o r i t hm s . T h e r e f o r e , sm a l llv a l u e s a r e r e c omm e n d e d f o r l ow e r d im e n s i o n s a n d r e l a t i v e l y l a r g e r v a l u e s a r e r e c omm e n d e d f o r h i g h e r d im e ns i o n s .
O u t l i e r d e t e c t i o n u s i n g t h e b o u n d e d
G a u s s i a n u n c e r t a i n t y A p p r o x im a t i n g t h e G a u s s i a n u n c e r t a i n t y b y t h e b o u n d e d G a u s s i a n u n c e r t a i n t y e n a b l e s a n a p p r o x im a t e b u t m o r e e ffi c i e
n t o u t l i e r d e t e c t i o n . A c c o r d i n g t o t h i s p a p e rs a s s um pt i o n , a t t r i b u t e s o f u n c e r t a i n o b j e c t s f o l l ow t h e G a u s s i a n d i st r i b u t i o n . T h e r e f o r e , a c c o r d i n g t o t h e 3 -s i gm a r u l e , t h e r e a r e a 9 5 . 4 5% c h a n c e t h a t u n c e r t a i n o b j e c t s a t t r i b u t e v a lu e s l i e w i t h i n 2 s t a n d a r d d e v i a t i o n s o f t h e o b s e r v e d v a l u e s a n d a 9 9 . 7 3% c h a n c e t h a t t h e v a l u e s l i e w i t h i n 3 s t a n d a r d d e v i a t i o n s o f t h e o b s e r v e d v a l u e s [ 3 9 ]
. H e n c e , t h e c o n v e nt i o n a l G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n c a n b e n o rm a l i z e
d w i t h i n c e rt a i n b o u n d a r i e s t o i n c r e a s e t h e effi c i e n c y o f t h e t o p -ko u t l i e r d e t e c t i o n a t a sm a l l c o s t o f a c c u r a c y .
G i v e n a tw o d im e n s i o n a l c o n v e n t i o n a l G a u s s i a n f u n c t i o n g − → A ( x 1 ,x 2 ) w i t h m e a n − → μ =(μ 1, μ 2) a n d c o -v a r i a n c e m at r i x Σ = d i a g ( σ ( 1 3 ) T h e n um b e r o f c e l l s i n t h e r e g i o n o f RD−2r( C ψ 1 , . . . ,ψ d ) v a r y d e p e n d i n g u p o n n D−2 r.
u rd e n o t e s t h e u n c e r t a i n t y r e g i o n o f t h e b o u n d e d G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n . T h i s p a p e r a s s um e s t h a t t h e u nc e r t a i n t y r e g i o n i s a s p h e r e w i t h c e n t r e ( μ 1 ,μ 2 ) a n d r a d i u s r=t σ( ti s d i s c u s s e d i n L emm a 2 ) . B y b o u n d i n g t h e G a u s s i a n u n c e r t a i n t y , a c e l l c a n b e p r u n e d b y s im p l y c o u n t i n g t h e n um b e r o f o b j e c t s i n i t s n e i g h b o u r i n g c e l l s . M o r e o v e r , t h e m a j o r c o s t o f o u t l i e r d et e c t i o n , t h a t i s , t h e p r o c e s s i n g o f u n -p r u n e d o b j e c t s a l s o r e d u c e s s i g n i fi c a n t l y . T h i s i s b e c a u s e , w i t h t h e b o u n d e d G a u s s i a n u n c e r t a i n t y , t h e o u t l i e r d e t e c t i o n a l g o r i t hm n e e d s t o c o n s i d e r l im i t e d n um b e r o f o b j e c t s f o r t h e c om p u t a t i o n
N o t e t h a t t h e RD−2r( C ψ 1 , . . . ,ψ d ) s a t i s fi e s t h e f o l l ow i n g p r o p e r t y . P r o p e r t y 1 . I fCx 1 , · · · , x d ∈RD−2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d ) , t h e n t h e o b j e c t so i∈C ψ 1 , · · · ,ψ d a n do j∈C x 1 , · · · , x d a r e a t m o s tD−2 r d i s t a n c e a p a r t .
F r om P r o p e r t y 1 , t h e o i ∈ C ψ 1 , · · · ,ψ d a n d t h eo j ∈ RD−2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d ) a r e g u a r a n t e e d t o b eD-n e i g h b o u r s m ut u a l l y . H e n c e , t h e P r ( o i , o j ,D ) i s a lw a y s e q u a l t o 1 . C e l l s i n r e g i o nRD+2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d ) a r e t h o s e w h i c h f a l l w i t h i nD+ 2r d i s t a n c e o f t h eC ψ 1 , · · · ,ψ d . L e t n D+ 2r = D+ 2r l ; t h e n t h e r e g i o nRD+2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d ) i s d e r i v e d a s
( 1 4 ) N o t e t h a t RD−2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d )a n dRD+2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d )s a ti s f y t h e f o l l ow i n g p r o p e r t y . P r o p e r t y 2 . I f Cx 1 , · · · , x d i s n e i t h e r i n RD−2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d ) n o r i nRD+2r( C ψ 1 , · · · ,ψ d ) , a n dCx 1 , · · · , x d = C ψ 1 , · · · ,ψ d ,t h e n o b j e c t so i∈C ψ 1 , · · · ,ψ d a n do j ∈Cx 1 , · · · , x d a r e g r e a t e r t h a n D+2rd i s t a n c e a p a r t .
F r om P r o p e r t y 2 , i t c a n b e g u a r a n t e e d t h a t o i ∈ C ψ 1 , · · · ,ψ d a n do j ∈Cx 1 , · · · , x d a r e g r e a t e r t h a nD +2rd i st a n c e a p a r t . H e n c e , t h eP r ( o i , o j ,D ) i s a lw a y s e q u a l t o 0 . I n t h e f o l l ow i n g ,C i s u s e d t o d e n o t e C ψ 1 , · · · ,ψ d w h e n t h e r e i s n o c o n f u s i o n .
T h e PC -l i s t s t r u c t u r e f o r t h e b o u n d e d G a u s s i a n i s s imi l a r t o t h a t o f t h e c o n v e n t i o n a l G a u s s i a n ( r e f e r t o S e c t i o n 4 . 2 ) e x c e p t t h e c o l um nND−tσ( C) . I n s t e a d o fN( C)a n d ND−tσ( C) , t h e PC -l i s t c o n t a i n sN( C)a n dND−2r( C)f o r e a c h n o n -em p t y c e l l o fG . T h e t u p l e s i n t h e PC -l i s t a r e s o r t e d i n a n a s c e n d i n g o r d e r o fND−2r( C) c o l um n .
T h u s f o r a C ∈PC, i t s l ow e r b o u n d LB( C) a n d u p p e r b o u n dUB( C) a r e d e fi n e d a s
( 1 6 ) 6 . 3 C a n d
i d a t e o u t l i e r c e l l d e t e c t i o n a n d s t o p p i n g c o n d i t i o n f o r t h e b o u n d e d G a u s s i a n F o r t h e b o u n d e d G a u s s i a n c a s e , t h e p r o c e d u r e o f c a nd i d a t e o u t l i e r c e l l d e t e c t i o n i s s im i l a r t o t h a t d i s c u s s e d i n S e c t i o n 4 . 4 . H ow e v e r , t h e s t o p p i n g c o n d i t i o n i s s l i g h t l y d i f -
f e r e n t . D u r i n g t h e s c a n n i n g o f PC -l i s t , i f C ∈PCi s f o u n d s u c h t h a tND−2r( C )>θ, w h i c h i s a l ow e r b o u n d o n # Dn e i g h b o r s o fC ,C c a n n o t c o n t a i n t h e t o p -ko u t l i e r s a n d c a n b e p r u n e d . S i n c e t h e PC -l i s t i s s o r t e d o fND−2r( C) , a n y c e l l a f t e rC m u s t h a v eND−2r( C) ND−2r( C) . H e n c e , t h e PC -l i s t s c a n n i n g c a n b e s t o p p e d s a f e l y a t t h i s p o s i t i o n .
. 4 T o p -k k kBG a l g o r i t hm T h e m a j o r p a r t o f t h e t o p -kBG a l g o r i t hm i s t h e s am e a s t h a t o f t h e t o p -ka l g o r i t hm (A l g o r i t hm 2 ) . T h e m a i n d i ff e r e n c e l i e s i n t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e PC -l i s t a n d t h e
e c t s w i t h i nD+ 2rd i s t a n c e o f t h e t a r g e t o b j e c t r a t h e r t h a n a l l t h e o b j e c t s i n t h e d a t a s e t , b r i n g i n g d ow n t h e o v e r a l l c o s t o f e x e c u t i o n .
7 E x p e r im e n t s E x t e n s i v e e x p e r im e n t s a r e c o n d u c t e d o n s y n t h e t i c a n d r e a l d a t a s e t s t o e v a l u a t e t h e a c c u r a c y a n d effi c i e n c y o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s . A l l a l g o r i t hm s w e r e im p l em e n t e d i n C++ , GNU c om p i l e r . A l l e x p e r im e n t s w e r e p e r f o rm e d o n a s y s t em w i t h a n I n t e l C o r e 2 D u o E 8 6 0 0 3 . 3 3 GH z C PU a n d 2 GB m a i n m em o r y r u n n i n g U b u n t u 1 2 . 0 4 O S . A l l p r og r am s r u n i n m a i n m em o r y a n d n o I /O c o s t i s c o n s i d e r e d .
. 1 D a t a s e t s
I n t h i s p a p e r , tw o s y n t h e t i c a n d t h r e e r e a l d a t a s e t s a r e u s e d f o r e x p e r im e n t s . S y n t h e t i c d a t a s e t s , u n im o d a l G a u ss i a n (UG ) a n d t r im o d a l G a u s s i a n (TG ) a r e 2 -d im e n s i o n a l a n d a r e g e n e r a t e d u s i n g B o xM u l l e r m e t h o d [ 4 1 ] . T h i s m e t h o d g e n e r a t e s p a i r o f i n d e p e n d e n t , s t a n d a r d , n o rm a l l y d i s t r i b u t e d ( z e r o m e a n , u n i t v a r i a n c e ) r a n d om n um b e r s , g i v e n a s o u r c e o f u n i f o rm l y d i s t r i b u t e d r a n d om n um b e r s . H i g h d im e n s i o n a l ( 3D , 4D a n d 5D ) u n i -m o d a l G a u s s i a n d a t a s e t s a r e a l s o g e n e r a t e d f o r t h e e v a l u a t i o n o f o u r p r op o s e d a p p r o a c h e s o n h i g h d im e n s i o n a l d a t a . U n l e s s s p e ci fi e d , 2 -d im e n s i o n a l a n d h i g h d im e n s i o n a l d a t a s e t s c o n s i s t o f 1 0 0 0 0 a n d 1 0 0 0 t u p l e s , r e s p e c t i v e l y .
A s f o r r e a l -w o r l d d a t a , t h r e e d a t a s e t s a r e u s e d : ADAPT E , SD S S a n d I SPD . ADAPT E a n d I SPD a r e o bt a i n e d f r om C I S L R e s e a r c h d a t a a r c h i v e . ADAPT Ec o ns i s t s o f a b o u t 1 8 5 1 m a x im um a n d m i n im um t em p e r a t u r e v a l u e s c o l l e c t e d f r om t h e N a t i o n a l P o l y t e c h n i c I n s t i t u t e o f M e x i c o a n d N a t i o n a l M e t e o r o l o g i c a l S y s t em . SD S S d a t a s e t c o n t a i n s 1 0 1 3 6 r i g h t a s c e n s i o n a n d d e c l i n a t i o n c o o r d i n a t e s o f s t a r s a n d g a l a x i e s . SD S S d a t a s e t u s e d i n t h e e x p e r im e n t s i s a s u b s e t o f SD S S d a t a r e l e a s e 7 (DR 7 ) , w h i c h i n c l u d e s a h u g e c o l l e c t i o n o f m o r e t h a n 6 m i l l i o n s t a r s , 8 m i l l i o n g a l a x i e s , a n d 4 5 0 0 q u a s a r s [ 4 3 ] . T h e I n t e r n a t i o n a l S u r f a c e P r e s s u r e D a t a b a n k ( I SPD ) d a t a s e t c o n s i s t s o f 1 0 8 0 1 5 v a lu e s o f s e a l e v e l p r e s s u r e a n d s u r f a c e p r e s s u r e , w h i c h i s t h e w o r l ds l a r g e s t c o l l e c t i o n o f p r e s s u r e o b s e r v a t i o n s [ 4 4 ] .
A l l t h e d a t a s e t s a r e n o rm a l i z e d t o h a v e a d om a i n o f
[ 0 1 0 0 0 ] o n e v e r y d im e n s i o n . F o r e a c h p o i n t zi n a n y d a t a s e t , a n u n c e r t a i n o b j e c toi s c r e a t e d , w h o s e u n c e r t a i n t y i s g i v e n b y t h e G a u s s i a n d i s t r i b u t i o n w i t h m e a nza n d s t a n d a r d d e v i a t i o nσi n a l l t h e d im e n s i o n s . P r e -c om p u t a t i o n t im e i s n o t i n c l u d e d i n t h e m e a s u r em e n t s . U n l e s s s p e c i fi e d , t h e f o ll ow i n g p a r am e t e r v a l u e s a r e u s e d i n e x p e r im e n t s :D = 1 0 0 , σ= 1 0 , l = 1 0 , t =3 , r= t σa n dk= 1 0 . I n t h e f o l l ow i n g fi g u r e s , t h e K n o r r e t a l .
[ 1 0 ] a l g o r i t hm i s d e n o t e d b y K n o r r a n d t h e p r o p o s e d t o p -k , t h e t o p -ka p p r o x im a t e a n d t h e t o pkb o u n d e d G a u s s i a n a l g o r i t hm s a r e d e n o t e d b y t o p -k , t o p -k a p p r o x a n d t o p -kBG , r e s p e c t i v e l y .
7 . 2 A c c u r a c y F i r s t l y , e x p e r im e n t s a r e p e r f o rm e d t o e v a l u a t e t h e a c c ur a c y o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s . S i n c e t h e r e a r e n o k n ow n a l g o r i t hm s f o r t h e t o p -kd i s t a n c e -b a s e d o u t l i e r d e t e c t i o n o n u n c e r t a i n d a t a , t h e d e t e rm i n i s t i c a l g o r i t hm f o r d i s t a n c eb a s e d o u t l i e r d e t e c t i o n g i v e n b y K n o r r e t a l .
[ 1 0 ] i s u s e d a s a b a s e l i n e . S l i g h t c h a n g e s a r e m a d e i n t h e K n o r rs a l g o r i t hm t o o b t a i n t h e t o p -ko u t l i e r s f r om i t . S i n c e t h e o u t l i e r s a r e n o t k n ow n , f o r b o t h s y n t h e t i c a n d r e a l d a t a s e t s , b a s e l i n e a l g o r i t hm i s u s e d t o d e t e rm i n e t h e o u t l i e r s o n t h e o r i g i n a l d a t a s e t s . T h e r e s u l t s o b t a i n e d f r om t h e b a s e l i n e a l g o r i t hm a r e u s e d a s t h e g r o u n d t r u t h . I n o r d e r t o j u d g e t h e a cc u r a c y o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s , t h e p r e c i s i o n a n d r e c a l l a r e m e a s u r e d o n t h e p e r t u r b e d d a t a s e t f o r t h e b a s e l i n e a l g or i t hm a n d t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s . T h e p e r t u r b e d d a t a s e t i s o b t a i n e d b y a d d i n g n o rm a l r a n d om n um b e r s w i t h z e r o m e a n a n d s t a n d a r d d e v i a t i o n σ p t o e a c h o f t h e t u p l e v a l u e s o f t h e o r i g i n a l d a t a s e t . T h eσ p w a s v a r i e d f r om 1 0 t o 5 0 (w i t h a s t e p o f 1 0 ) t o g e n e r a t e p e r t u r b e d d a t a s e t s o f fi v e d i ff e r e n t l e v e l s . E x p e r im e n t s s h ow t h a t t h e p r o p o s e d a l g or i t hm s a r e s u p e r i o r t o t h e b a s e l i n e a l g o r i t hm , s i n c e t h e y d o n o t d e g r a d e q u i t e a s m u c h w i t h i n c r e a s i n g u n c e r t a i n t y .
T h e q u a l i t y o f t h e r e s u l t s a r e m e a s u r e d i n t e rm s o f t h e p r e c i s i o n a n d r e c a l l c om p a r e d t o t h e g r o u n d t r u t h . T h e p r ec i s i o n i s d e fi n e d a s t h e a b i l i t y o f t h e a l g o r i t hm t o p r e s e n t o n l y t r u e o u t l i e r s . T h e r e c a l l i s d e fi n e d a s t h e a b i l i t y o f t h e a l g o r i t hm t o p r e s e n t a l l t r u e o u t l i e r s . U n l e s s s p e c i fi e d , t h e f o l l ow i n g p a r am e t e r v a l u e s a r e u s e d f o r t h e e x p e r im e n t s i n t h i s s u b s e c t i o n :D = 7 0 , σ= 1 0 , σ p = 3 0 , l= 1 0 , t=3 , r=t σa n dk= 5 0 . F i r s t l y , t h e p r e c i s i o n -r e c a l l t r a d e -o ff c u r v e s a r e p r e s e n t e d f o r d i ff e r e n t d a t a s e t s . I n a l l t h e g r a p h s i n F i g . 3 b o t h t h e p r e c i s i o n s a n d r e c a l l s o ft h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s a r e h i g h e r t h a n t h o s e o f t h e b a s e l i n e a p p r o a c h . M o r e o v e r , t h e p r e c i s i o n -r e c a l l c u r v e s o f t h e t o p -ka n d t h e t o p -ka p p r o x a r e e x a c t l y t h e s am e . T h i s i s d u e t o t h e f a c t t h a t b o t h t h e a l g o r i t hm s r e t u r n e d t h e s am e o u t l i e r s . A l t h o u g h t h e r e w a s a s l i g h t d i ff e r e n c e i n t h e # D-n e i g h b o u r s o f t h e o u t l i e r s r et u r n e d b y b o t h t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s , b u t t h i s d i ff e r e n c e w a s n o t b i g e n o u g h t o c h a n g e t h e t o p -ko u t l i e r o b j e c t s o r t h e i r r a n k i n g . T h e p r e c i s i o n -r e c a l l o f t h e t o p -kBG a l g or i t hm i s a l s o b e t t e r t h a n t h a t o f t h e b a s e l i n e a l g o r i t hm a n d i n m o s t d a t a s e t s i s e q u a l t o t h e t o p -ka l g o r i t hm .
I n F i g . 3 ( a ) , t h e p r e c i s i o n -r e c a l l c u r v e s a r e a lm o s t s am e f o r a l l t h e a l g o r i t hm s , h ow e v e r , i n F i g s . 3 ( b ) , 3 ( c ) a n d 3 ( d ) t h e p r e c i s i o n -r e c a l l c u r v e s o f t h e p r o p o s e d a l g o r i t hm s a r e c om p a r a t i v e l y h i g h e r t h a n t h a t o f t h e b a s e l i n e a p p r o a c h . S p e c i a l l y , t h e l ow r e c a l l i n F i g s . 3 ( c ) a n d 3 ( d ) s h ow s t h e p r e s e n c e o f a l a r g e n um b e r o f f a l s e p o s i t i v e o u t l i e r s i n t h e o u t l i e r s o b t a i n e d f r om t h e b a s e l i n e a l g o r i t hm .
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